Séries De Fourier




Définition et coefficients de
Fourier

Une série de Fourier (réelle) est une somme infinie en sinus et cosinus de la forme:

avecx € Retvn e N,ay,bp, € R

En tout point X ou cette série converge, on note f(x) la valeur de cette somme.

La série sera dite série de Fourier de f
Onva d’abord, déterminer quelles sont les fonctions qui peuvent étre représentées par des séries de Fourier

et ensuite trouver le lien entre cette fonction et les coeéfficients de Fourier.




Soitf une fonction 2z-périodique.
Si f est représentée par une serie de Fourier alors




- f(.:r:) :@D+Z(ancosnm+bnsinn$)

n=1

Pour calculer a,, on va d’abord calculer j " fX)dX :
-
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et f cos nxdxr = [l sin nm} = Lsinnr — Lsin(—nr) = Zsinnr =0
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ff(:r)dm = f (ag + Z (a,, cosnx + b, sin n:z:)) dx

n=1

— T

et r sin(nx)dx = 0 car sin(nx) est impaire

f_ :H(m}dw =2 A ug(m)dm Si g est paire

f glz)dz =01t g  sjgestimpaire

ainsi /f(m)dss = 2mag

parsuite



flz) =ao+ Z (an cosnx + b, sinnx)

n=1
T
Maintenant, pour calculer a,, on calcule j f(x) cos(kx)dx
—7
/f(z:) cos kxdxr = / ao + Z (an cosnx + by, sinnz) | cos kxdx
o g n=1
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= au/ cos kxdx + Z aﬂ/ cos nx cos kxdx + Z bﬂ/ sin nx cos kxdx
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mais /cos kxdr = [% sin ku.“::]_?T = ¢ sinkm — %Sin(—kﬂ) = %Sin kr =0
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Comme sinnx coskx est impaire, alors / sinnx cos kxdr =0

— T
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Et f cos nx cos kxdr = 5/ (cos(n + k)z + cos(n — k)z) dz

Sin=+k:
[ (costnt )z +-costn — )2 da = 3 | sinn Ko+ L sintn—Kjz| =0
5 [ (cos(n x + cos(n z)dz = 3 n_l_ksmn z+_—sin(n .:r:_?r_
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cosnx cos kxdx = | cos n.:r:d.?:=§ (cos2nz + 1)dz =3 2—51n2n$—|—$ =T
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Ainsi Zan[msnmcos kxdr = a,m
n=1

Et on obtient: ff(m)cosn:ﬂd$ = QnT

De la méme fagon on calcule by




Remarque

=) Sj f est paire alors:

1 w
by, = —ff(:c)sinna:da: =0 foralln >1
T

On a besoin de calculer uniguement a,,

mmmm) Sj f estimpaire alors:

1 D
ag = gff(:t:)d:ﬂ =0

1
Ay = —ff(:t:) cosnxdr =0 foralln > 1
T

On a besoin de calculer uniquement 5,




Théoreme de Convergence

Soit f une fonction 2z-périodique. On suppose que:

f est continue presque partout sur [—r, ]
f est monotone par morceaux sur [—r, 7]

f estbornée

alors

La série de Fourier de f converge vers f en tout point ou f est continuite.

f(c*) +f(c)

Elle converge vers en tout point de dscontinuté ¢ de f
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Exemple:

Soitf(x) = X, X € [-x, n[ une fonction 2z-périodique.
Montrer que f admet une représentation en série de Fourier

Trouver les coéffcients de Fourier qui lui sont associés.

En effet, comme f estimpaire alorsa, =0, vn >0
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flz) =ao + Z (an cosnx + by, sinnzx)

f est2z-périodique
n=1

f estcontinue sur [—r, |

f est croissante sur [, [

f est bornée

donc la série de Fourier de f converge vers f(x) = x, VX # (2k + 1)«

f(c*) Zf(‘” —0sic=(2k+ D

et converge vers

5 r g x#F2k+1)m
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o1 0 si z=Q2k+1r




Remarque

Si f est 2T-pérodique (T + x) alors la série de Fourier de f est donnée par:




Exemple

Donner la série de Fourier associée a la fonction:

—-x, —-2=x<(,
J = { x, 0=£x<2;

flx+4)=f(x). f estde période 27 = 4
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C; est symétrique par rapportay'y donc f est paire etb, = 0
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Representation complexe des
séries de Fourier

+ Cas ouf est 2z-périodique:

f(x) =>_ cn.e™
neZ

avec ¢ = o | fﬂf(x)e‘ikxdx, keZ

+ Cas ouf est 2T-périodique:

f(x) =Y cn.e" 7
nez

avec ¢y = %j; f(x)e *TXdx, k € Z




Relation entre les représentations réelle et complexe en série de Fourier:

‘ Déduction de la représentation complexe a partir de la représentation réelle:

/
Co = dp
< Cn — an—len n> O
Cy = an;ibn
.

‘ Déduction de la représentation réelle a partir de la représentation complexe:




= a(f) =0

an(f) =nby(f) n>0
ba(f') = —nas (f)

=) cn(f) = incn(f): n ez

Theoreme de Parseval

Théoréme : Soit f une fonction continue par morceaux, 2pi-périodique. Alors on a les

egalités suivantes :
o0

1 2x
3 | OPR= Y lea(HP.

n=-=00

1 2 1 400
ﬁfu |£(®))dt = |ao(f)I” + (Z lan (£ + |&n(f)|*) :
n=1

Les ap(f), bp(f) et cp(f) désignent les coefficients de Fourier de f.



